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(Hierbei ist y,x»=y»*x»*=0 und (18) benutzt wor-
den.) Damit wird

d (Ky) = e—25plK g (y) (A. 19)
mit Vorzeichenwechsel gegeniiber (15). Wie dort 1406t
sich auch (19) durch Reihenentwicklung und analy-
tische Fortsetzung fiir allgemeinere Kerne beweisen.

Zur niherungsweisen Ausfiithrung von Hilbert-
Raum-Integralen liegt es ihrer Definition gemal nahe,
die Funktionen 7 bzw. y* und y nach vollstindigen
Orthogonalsystemen zu entwickeln und nur iiber etwa
die ersten N Entwicklungskoeffizienten zu integrieren.
Integrale uber die zuerst behandelten ,,Bosonenfunk-
tionale‘‘ gehen dabei in gewdhnliche N-fache Integrale
uber [vgl. (6)]. Dagegen werden Integrale iiber ,,Ferm-
ionenfunktionale‘‘ bei solcher Naherung stets ele-
mentar auswertbar. Denn ist f {4*, ¥} in (18) in eine
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Volterra-Reihe entwickelbar, so muB es den Vertau-
schungsrelationen oder Antisymmetrievorschriften zu-
folge ein Polymon hichstens N-ten (mit Spinorindizes
4 N-ten) Grades sein, so dall die Auswertung nach
(18) geschlossen moglich ist. Ist f {y*, ¥} nicht in eine
Volterra-Reihe entwickelbar, so ist doch, wie man
leicht zeigen kann, die Auswertung von (18) der Lo-
sung eines endlichen Matrizenproblems #Aquivalent.
(Der Grund fir diese Unterschiede ist, daB Plus-
Vertauschungsrelationen im Gegensatz zu Minus-Ver-
tauschungsrelationen endliche Matrixdarstellungen be-
sitzen.)

Die andere Methode zur ndherungsweisen Auswer-
tung von Hilbert-Raum-Integralen ist die Sattelpunkt-
methode, die der Sattelpunktmethode (in unterster
Néherung) bei gewohnlichen Integralen analog ist, nur
keine so einfache Fehlerabschatzung mehr zuldt. Sie
ist in Teil 3 des Textes angewandt.

Zur Definition der Bindungsordnung und der freien Valenz
in der Quantenchemie

Von W. BINGEL

Aus der Forschungsstelle fiir Spektroskopie in der Max-Planck-Gesellschaft, Hechingen
(Z. Naturforschg. 9a, 824—827 [1954]; eingegangen am 26. Juli 1954)

Die in einer fritheren Arbeit! gegebene Definition der Bindungsordnung wird auf den
Fall ungerader Elektronenzahl erweitert und eine Reihe von Identitdten hergeleitet, die
bei der Berechnung von Bindungsordnungen von Nutzen sein konnen. Der Begriff der
freien Valenz wird diskutiert und im Hinblick auf die Bindungsordnungsdefinition neu

definiert.

n einer fritheren Arbeit! wurden die beiden Defi-
Initionen der Bindungsordnung p fiir konjugierte
und aromatische Kohlenwasserstoffe in der ,, Me-
thode der Valenzstrukturen (valence bond me-
thod) nach Pauling, Brockway und Beach?
p2B-B- (I,8) und nach Penney3 pLerney (I,12) dis-
kutiert. Es wurde gezeigt, dall die Paulingsche
Definition — auch bei Verwendung der in der Me-
thode der Valenzstrukturen iiblichen Néherungen
— inkonsequent ist und durch eine andere ersetzt
werden mul}. Diese neue Definition (I, 15) konnte
so gewéhlt werden, dal die mit ihr berechneten
Bindungsordnungen p,, der m-Elektronen mit
prenney jdentisch sind. Sie hat daher alle die Vor-
teile gegeniiber der Paulingschen Definition, die
die Penneysche auch hat, insbesondere deren In-
varianz gegeniiber der Auswahl des Systems linear
unabhdngiger Strukturen des betrachteten Mole-

1W. Bingel, Z. Naturforschg. 9a, 436 [1954], im
folgenden mit I bezeichnet.

kiils. Ferner lassen sich mit ihr die Bindungsord-
nungen einfacher berechnen als nach der Penney-
schen Formel (I, 12), wenn man — wie dies im all-
gemeinen geschieht — allen einfachen Austausch-
integralen zwischen néichsten Nachbaratomen im
Molekiil den gleichen Wert J gibt und alle Aus-
tauschintegrale zwischen nichtbenachbarten Ato-
men gleich Null setzt.

Die in I durchgefiihrten Uberlegungen gelten
zunichst nur bei gerader Zahl von z-Elektronen.
Wir wollen im folgenden sehen, wie diese sich bei
ungerader z-Elektronenzahl, also bei freien Radi-
kalen, gestalten. AnschlieBend werden wir die in
der Literatur gegebenen Definitionen der freien
Valenz in beiden Féllen kritisch diskutieren.

Aus (I, 13) 148t sich zunichst eine fiir das Fol-
gende wichtige Formel ableiten. Summiert man
dort iiber alle s + r, so wird

2 L. Pauiing, L. O. Brockway u. J. Y. Beach,
J. Amer. Chem. Soc. 57, 2705 [1935].
3W. G. Penney, Proc. Roy. Soc. A 158, 306 [1937].
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ZUR DEFINITION DER BINDUNGSORDNUNG

2 Prs =

Nach (I, 14) braucht die Summatlon iither s nur
iiber diejenigen Atome s erstreckt zu werden, die
mit 7 in einer Insel der Uberlagerungsstruktur von
a und f liegen und gibt — da jede Insel aus einer
geraden Zahl von Atomen besteht — 1-1+...
+1=1. Also ist

> p,s=1 fir s & r. (1)
8

Zaaaf ap Z(p

Zum gleichen Ergebnis kommt man auch, wie
Moffitt?® gezeigt hat, mit der Penneyschen Defi-
nition (I, 12), die auf dem Diracschen Vektor-
modell beruht.

Der Fall ungerader n-Elektronenzahl kann nach
Pauling® dadurch behandelt werden, dall man
zu dem betrachteten System eine ,,Phantom-
Bahn® 2 hinzufiigt, deren Spin in jeder Valenz-
struktur mit demjenigen des unpaarigen Elektrons
gepaart wird. Dieses durch Hinzufiigen von x ent-
standene System hat dann wieder eine gerade
Elektronenzahl und befindet sich in einem Singu-
lettzustand (die Multiplizitit des urspriinglichen
Radikals ist ja 2, also ein Dublett), so dal} alle
fritheren Regeln, insbesondere alle Formeln in I,
und (1) weiterhin giiltig sind. Bei Energieberech-
nungen mufl man nur im Endergebnis alle Aus-
tauschintegrale zwischen einer ,,Atombahn‘ (ato-
mic orbital =A0O) und x gleich Null setzen. Wir
wollen im folgenden die Summation iiber s nur
iiber die in dem freien Radikal vorhandenen AO’s
erstrecken, miissen dann aber an Stelle von (1)

Zprs+.prx=1 fiir 7~ *x, 8 FT7,
s

2 Pas
s

schreiben.

In der ,,Methode der Molekiilbahnen‘ (molecu-
lar orbital method) lif3t sich keine so einfache
Normierungsbeziehung wie (1) finden. Dies zeigt
schon — was nach der ganz verschiedenen Defi-
nition von p in beiden Methoden* auch gar nicht
anders zu erwarten ist —, dal man die mit den
beiden Methoden berechneten Bindungsordnungen
fiir ein bestimmtes Molekiil ebenso wie die noch
zu besprechende freie Valenz F', nicht ohne weiteres

=]1firr=2 8+2

4W. Bingell.

5W. Moffitt, Trans. Faraday Soc. 45, 373 [1949].

¢ L. Pauling, J. Chem. Phys. 1, 280 [1933].

* Zusatz b.d. Korr.: VonC. A. Coulson, J.
Chim. Phys. 45, 243 [1948] wird fir die linke Seite von
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miteinander vergleichen darf. Vielmehr kann dies
nur mit den aus den Werten von p ermittelten
Atomabstianden [ geschehen, wobei sich wegen der
Verschiedenheit der p der Zusammenhang?® l=f(p)
in beiden Methoden etwas verschieden darstellt.
Es 148t sich jedoch eine zu Gl. (1) entsprechende
Beziehung fiir die nichsten Nachbarn von r her-
leiten, die — da sie in der Literatur nicht ange-
geben zu sein scheint — hier kurz hergeleitet wer-
den soll *. Es gilt nimlich

O i
8,n. N. j=1 ﬁ

wobei die Summation iiber s auf der linken Seite
nur iiber alle nichsten Nachbarn (n. N.) von r, die
Summation iiber j auf der rechten Seite iiber alle
doppelt besetzten ,,Molekiilbahnen® (molecular
orbitals = MO’s) zu erstrecken ist. ¢, ist der Koeffi-
zient der r-ten AO in der j-ten MO mit der Energie

4
g4,

.CIZ‘j! (3)

(3) ergibt sich aus allgemeinen Formeln fiir die MO-
Methode nach Coulson und Longuet-Higgins?
folgendermaflen. Nach (32) der zitierten Arbeit? ist

2 pMO—_2 Z 2 (—1yted,, (g).
s,n.N. 1-1A(€)sn.N.
Andererseits gibt die Entwicklung der Sakular-
determinante nach den Elementen der r-ten Zeile

4(g)=0= ZV(_ 1y +38 A4, () + (a,— &) - 4y (g5)
8,Nn. N.

wenn man die tubliche Voraussetzung macht, daB

alle Resonanzintegrale f,, zwischen nichsten Nach-

barn den gleichen Wert # haben und fur alle Nicht-

nachbarn verschwinden. Setzt man den so gewonnenen

Ausdruck fir Y in die erste Gleichung ein, so wird
s,n.N.

mo A ()
9 A (&)
751 G

22 rr<5)

MO —
B- 2 PR fol A,(e)

— g, + 2.2181”012_]-
]:

nach loc. cit.?, GI. (24)—(31).

Fir Kohlenwasserstoffe sind alle «.=a&, und man
erhalt (3). (3) gilt iibrigens auch noch fiir freie Radi-
kale, da hier das unpaarige Elektron in einer MO mit
der Energie ¢ = a sitzt und nichts zur Summe in (3)
beitragt. Gl. (3) gilt zunidchst nur fir lauter nicht-
entartete MO’s. Wie Coulson und Longuet-Hig-
gins? gezeigt haben, bleibt jedoch der Ausdruck fiur
pMO und damit auch (3) im Falle von entarteten MO’s
— der z. B. bei Benzol auftritt — giiltig, wenn die ver-

(3) eine Integralformel angegeben, die sich durch Re-
siduenbildung in den Ausdruck auf der rechten Seite
von (3) umformen laBt.

7C.A.Coulsonu. H.C. Longuet-Higgins, Proc.
Roy. Soc. A 191, 39 [1947].
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wendeten MO’s die korrekten Funktionen nullter Ord-
nung fir jede Storung H’ sind, die die Entartung auf-
hebt. Fiir Benzol erhilt man so fiir die rechte Seite
von (3) den Wert 4/3 in Ubereinstimmung mit

X pMO =pMO | pMO = 2.2/3.
s,n. N.

Da im Grundzustand alle Elektronen in binden-
den MO’s mit (¢;,—a)/f >0 sitzen?, kann man aus
(3) noch folgern, daf3
Z P20

N

8,n.N.

(3a)

ist.

Die freie Valenz F, eines C-Atoms r in einem un-
gesittigten oder aromatischen Kohlenwasserstoff
gibt eine quantitative quantenmechanische Fas-
sung des Thieleschen Begriffes der Partialvalenz 8.
Hiernach steht jedem Atom eine bestimmte maxi-
male Bindungskraft zur Verfiigung. Geht das Atom
nun mit anderen Atomen eine Verbindung ein, so
wird diese Bindungskraft nur zum Teil verbraucht,
der iibrigbleibende Rest ist eben die Partialvalenz.
Nach der neuen quantenmechanischen Begriffs-
bildung ist die freie Valenz F, des r-ten C-Atoms
ein MaB fiir die Fahigkeit dieses Atoms, an Reak-
tionen mit radikalischen Gebilden (homolytische
Reaktionen) teilzunehmen. Es erscheint nun ver-
niinftig, als quantitatives Mall der Partialvalenz
die Summe der Bindungsordnungen des heraus-
gegriffenen Atoms r zu allen Nichtnachbaratomen
zu nehmen:

Fr=an (4)

(summiert iiber alle Nichtnachbarn von r).

In diesem Sinne ist die freie Valenz auch von
Daudel und Pullman? in der Methode der Va-
lenzstrukturen — allerdings unter Verwendung der
pE- BB definiert worden als Summe der Gewichte
aller Strukturen, in denen vom Atom r eine lange
oder ,,formale‘ Bindung ausgeht°, wie in den drei
Dewar Strukturen des Benzols die Bindung zwi-
schen zwei C-Atomen in p-Stellung. Diese Defi-
nition hat jedoch den Nachteil, wie die pf-B-B:
selbst von der Auswahl des Systems der verwen-
deten linear unabhidngigen Strukturen abhéingig
zu sein. Es wird daher zweckméBiger sein, in (4)

die pP®™eY bzw. die mit ihnen identischen p,,

8 E. Hiickel, Theoretische Grundlagen der orga-
nischen Chemie, 2. Aufl. 1934 Bd. 2, S. 399 ff.

9 R. Daudel u. A. Pullman, C. R. Acad. Sci.,
Paris 220, 888 [1945].

10Von diesen Autoren als ,,indice du valence libre‘
bezeichnet.

ZUR DEFINITION DER BINDUNGSORDNUNG

nach (I, 15) zu verwenden. Nach (3) kann man dann
auch schreiben

Fr = Z” Prs = 1— Z’prw (5)
s s

wobei in X" iiber alle Nachbarn, in X"’ iiber alle
Nichtnachbarn von r zu summieren ist. (5) gestat-
tet die Berechnung von F, allein aus den Bin-
dungsordnungen zu dem néachsten Nachbarn hin.

(4) und (5) gelten zundchst nur fiir Molekiile mit
gerader Elektronenzahl. Fiir Radikale tragen nicht
nur die Strukturen mit langen Bindungen, sondern
auch diejenigen bei, bei denen das betrachtete
Atom 7» mit der ,,Phantom-Bahn‘ durch einen
Valenzstrich verbunden ist, d. h. bei denen das
unpaarige Elektron bei dem Atom r sitzt. Man
definiert demgemaf die freie Valenz in diesem Fall
als die Summe der Gewichte aller Strukturen, bei
denen vom Atom r entweder eine lange Bindung
oder eine Bindung zur ,,Phantom-Bahn‘ z aus-
geht, und zwar zunichst wieder mit den pZ B-B-11,
Aus den oben erwihnten Griinden ist es auch hier
besser, die p,, (I, 15) zu verwenden. Wir definieren
also

Fr . 2” Prs T Prz = L Z,prs . (6)
8 B

Dabei folgt die zweite Form von (6) aus Gl. (2a).
Ausgedriickt durch die p,, zu den niachsten Nach-
barn hin ergibt sich also in den beiden Fiallen ge-
rader und ungerader z-Elektronenzahl die gleiche
Formel
Fr:l_z,prs' (7)
8

Moffitt hat mit den pP™™¥ eine GréBe r, einge-
fithrt®, die er ,residual affinity nennt und die
fiir den Fall gerader Elektronenzahl mit (5) iden-
tisch ist. Fiir Radikale ist sein r,=p,,, enthilt
also nur den ersten Teil von (6). Abgesehen davon,
daB es inkonsequent ist, den zweiten Teil in (6)
unberiicksichtigt zu lassen, mochten wir auf die
schon oben erwihnte Tatsache verweisen, dal}
unser F, fiir die beiden Fille gerader und unge-
rader Elektronenzahl durch die gleiche Formel (7)
gegeben wird, was fiir das Moffittsche », natiir-
lich nicht mehr der Fall ist.

In der MO-Theorie wird die freie Valenz nach
Coulson!? definiert durch

11, A. Coulson, R. Daudel u. A. Pullman,
Disc. Faraday Soc. No. 2 [1947].

12 (0, A. Coulson, Trans. Faraday Soc. 42, 265
[1946].
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FMO — Npux —N,, wobei N, =Y'p,,. (8)
8

N, mift die Bindungsbeanspruchung des Atoms
r im Molekiil, der maximal mogliche Wert N, von
N, ist nach Moffitt13}3,)2 oder 1, je nachdem
ob das betrachtete C-Atom mit 3, 2 oder 1 trigo-
nalen C-Atomen verkniipft ist. Der Anteil 3, 2
oder 1 der o-Bindungen ist darin — wie in allen
Formeln dieser Arbeit — nicht enthalten, er wiirde
sich bei der Differenzbildung in (8) auch heraus-
heben.

(8) gilt fiir gerade und ungerade Elektronenzahl
und stimmt mit (7) bis auf eine additive Kon-
stante iiberein. Es ist jedoch zu beachten, daf} (8)
nicht aus der urspriinglichen Definition (4) abge-
leitet werden kann, da in der MO-Methode keine
(1) oder (2) entsprechende Beziehung zu bestehen
scheint. Da ferner — wie schon erwiahnt — die
nach beiden Methoden berechneten p,; nicht un-
mittelbar vergleichbar sind, gilt dies auch fiir die
F,, insbesondere fiir deren Absolutwerte. Der rela-
tive Verlauf von F, fiir die verschiedenen Positio-
nen eines Molekiils ist jedoch in beiden Methoden
im allgemeinen &hnlich.

Zur Erliduterung der obigen Uberlegungen und
Begriffe seien zum SchluB freie Valenzen fiir einige
Molekiile angegeben.

1B3W.Moffitt, FuBnote zuC. A. Coulson, J. Chim.
Phys. 45, 243 [1948].
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1. Athylen: Die m-Bindungsordnung der C=C
Bindung ist gleich 1 und daher nach (7) F, =F,=0.

2. Benzol: p=0,623 fiir alle Bindungen?, also
ist #=1—2-0,623 =—0,246.

3. Allylradikal :

Hﬁ:sCH—-éHl und H2é—CH=CH2 -
1 2 3 1 2 3
(I, 12) oder (I, 15) gibt die Bindungsordnung
Pro=D0s=2/3 und nach (7) wird F,=F,=1/3,
F,=—1/3.

Die beiden Endatome ergeben sich also als reak-
tionsfihiger als das Zentralatom in Ubereinstim-
mung mit der Erfahrung. Moffitt> erhélt fiir seine
.residual affinity* fiir die Endatome den Wert
+2/3, fiir das Zentralatom den gleichen Wert —1/3
wie oben.

4. Naphthalin: Hier muB} der relative Gang der
freien Valenzen das hohere Reaktionsvermégen der
«-Position gegeniiber der f-Position wiedergeben.
Mit den Penneyschen Werten fiir die Bindungs-
ordnungen? erhilt man auch F,= — 0,206, F;=
—0,220.

Allgemein erhdlt man fiir olefinische C-Atome
Werte um Null, fiir aromatische C-Atome Werte in
der Gegend um —0,25, wihrend positive Werte
von F, fiir freie Radikale charakteristisch sind.

Zur Rolle der pythagoreischen Metrik in der Physik

Von DETLEF LAavgwITZ*

Aus dem Mathematischen Institut der Universitat Gottingen
(Z. Naturforschg. 9a, 827—832 [1954]; eingegangen am 31. Juli 1954)

Es wird eine Kennzeichnung der Rdume mit pythagoreischer Metrik angegeben, welche
uber die Ergebnisse von Helmholtz und W eyl insofern hinausgeht, als aufler dem eukli-
dischen und Riemannschen Raum der klassischen und relativistischen Physik auch die
quadratische Metrik im quantenmechanischen Zustandsraum erfafit wird. Die Kenn-
zeichnung beruht auf einem Isotropiepostulat, das im Zustandsraum in die Forderung
der Gleichberechtigung aller Zustande vor der Beobachtung tibergeht.

ie bisherigen Versuche (v.Helmholtz,Weyl),
die pythagoreische Struktur des Raumes der
Physik auf eine grundlegende Eigenschaft zuriick-
zufiihren, sind, wie v. Weizsdcker?! gezeigt hat,
vom heutigen Standpunkt nicht voll befriedigend.
Insbesondere sollte mit beriicksichtigt werden, daf

* Gottingen, NuBanger 70.

auch in der Gesamtheit der Zustéinde eines quan-
tenmechanischen Systems eine quadratische Metrik
eine wesentliche Rolle spielt, und es wird vorge-
schlagen, die pythagoreische Metrik mittels einer
Eigenschaft zu begriinden, welche diesen Gegeben-
heiten gemeinsam ist. In der vorliegenden Note soll

1C. F. v. Weizsdcker, Z. Naturforschg. 7a, 141
[1952].



